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　　摘　要 :　比较性研究了最小均方 (LMS)时延估计器中有偏与无偏估计算法的时延估计性能 ,并基于 Treichler的

γ2LMS算法提出了一种改进的无偏估计方法.利用自适应滤波器中最佳逼近原理的几何解释来估计输入噪声的功率 ,

迭代过程中逐步去除输入噪声的影响 ,使得最优维纳解的真实峰值得到增强 ,在低信噪比或复杂噪声环境下显著改善

了自适应时延估计性能.该方法无需假设输入与输出噪声功率相等或功率比已知、有用信号应为白过程等限制条件 ,

因此具有广泛的应用价值.仿真与实际数据处理都验证了该方法的有效性.
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Abstract :　The performances of least mean square (LMS) time delay estimator ( TDE) are analyzed using biased and unbi2
ased estimation methods . Then a modified LMS method based on Treichler’sγ2LMS algorithm is developed for unbiased estimation

in the presence of white input and output noises ,in which the input noise variance is simply obtained by the Euclidean geometric in2
terpretation of the best approximation in adaptive filters without any a priori knowledge of the interference. With this estimated vari2
ance ,the proposed bias2free LMS2TDE can iteratively eliminate the input noise effects and actually enhance the true peak ,thus it can

reduce the probability of anomalous peak in noisy environments at lower signal2to2noise ratio (SNR) levels . It gets rid of the as2
sumptions that the input and output noise powers are the same or their ratio is known ,or the signals are all white processes . Simula2
tions and real data application are both provided to validate its effectiveness .
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1　引言

　　时延估计在管道泄漏检测、声纳、雷达目标定位、水

下目标探测、语音信号处理、地震学、生物医学等距离估

计或目标定位应用中都有重要意义[1～3] . 最小均方
(LMS)自适应时延估计算法[4 ]无需信号与噪声的先验

知识 ,能够跟踪动态目标和变化的环境 ,而且计算简便

易于实现 ,故在声定位检测系统中得到了广泛的应用.

实际条件恶劣 ,信噪比比较低 ,LMS时延估计器的性能

受环境噪声的影响很大.在低信噪比环境下 ,由输入噪

声所引入的有偏维纳解的峰值严重衰减而淹没于噪声

中 ,使得出现错误时延估计的概率大大增加 ,时延估计

器的性能陡然下降 ,这种现象在时延估计中称为非线性

现象[5 ,6 ] .

近年来 ,针对 LMS算法的有偏估计问题提出了一

些解决方法. So H. C. [7 ]提出一种假设输入输出白噪声

功率比已知的无偏估计算法 ,然后将其应用到时延估计

中[8 ] ,需要进一步假设输入输出噪声功率相等.最近 ,

Rao Y. N.等人[9 ]又提出一种基于误差白化准则的无偏

自适应系统辨识方法 ,通过移位自相关矩阵去除输入噪

声的影响.需要选择一个大于滤波器阶数而小于信号相

关时间的移位长度 ,因而只能用于低阶的系统辨识而仍

然不适用于高阶的时延估计系统.本文在比较分析了有

偏与无偏 LMS自适应时延估计器的性能后 ,基于 Tre2
ichler的γ2LMS算法[10]提出一种改进的无偏估计算法.

算法中利用自适应滤波最佳逼近原理的几何解释来估

计输入噪声功率 ,在迭代过程中逐步去除输入噪声的影

响 ,最终得到无偏的系统函数.
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2　有偏 LMS时延估计器的性能

211　有偏维纳解的来源
以单一固定时延估计模型为例 ,两个传感器接收

的观测信号分别为

xk = sk + n1 k

rk = a·sk - D + n2 k

(1)

式(1)中 , sk 是源信号 , a·sk - D为其时延信号 , a为

衰减因子 , D为未知时延. n1 k与 n2 k是未知的白噪声信

号 ,噪声功率分别为σ2
n1
和σ2

n2
.

典型的LMS自适应时延估计系统如图 1 所示.两

路观测信号 xk、rk 被看作是未知系统的输入与输出 ,分

别作为自适应滤波器的输入信号与参考信号.系统的

输入输出噪声 n1 k、n2 k也是滤波器的输入与参考信号噪

声.滤波器阶数为 n = 2 N + 1 ,第 k 次迭代时的输入矢

量及权系数矢量分别为 Xk = ( xk + N , xk + N - 1 , ⋯, xk - N) T

和 Wk = ( w - kN , w - k ( N - 1) , ⋯, wkN) T ,输出信号 yk = WT
k·

Xk = ∑
N

i = - N

wixk - i ,误差信号 ek = rk - yk . LMS算法通过瞬

时梯度来更新滤波器的权矢量[4 ] :

Wk + 1 = Wk + 2·μ·ek·Xk (2)

式中 ,μ为控制算法收敛的迭代步长.式 (2)两边求期望

可以得到 :

E{ Wk + 1} = [ I - 2μRx ] E{ Wk} + 2μPx (3)

其中 , Rx = E{ XkXT
k}为输入自相关矩阵 , Px = E{ rkXk}

为互相关矢量.由于 sk 与 n1 k相互独立 ,故有 Rx = Rs +

Rn1
. Rs、Rn1
分别是信号与噪声的自相关矩阵 , Rn1

=σ2
n1

I

为对角阵. n1 k与 n2 k互不相关 ,衰减因子 a = 1时 , Px 等

于两路时延信号的相关矢量 Ps ,设真实系统 H =

( h - N , h - N + 1 , ⋯, hN ) T ,有 Ps = Rs H[11 ] . 当均方误差

E{ e2
k} = E{ ( rk - ∑

N

i = - N

wixk - i)
2}最小时 ,权矢量收敛到维

纳解

W 3 = E{ Wk→∞} = ( Rs +σ2
n1

I) - 1 Ps (4)

即

W 3 = ( Rs +σ2
n1

I) - 1 Rs H (5)

由式 (5)可以看出 ,在输入噪声存在时得到的最优维纳

解是真实系统响应的有偏估计.只有当输入噪声功率
σ2

n1
= 0时 ,维纳解 W 3才是真实系统 H的无偏估计.而

输出噪声 n2 k对系统参数的有偏估计没有影响 ,这一结

论在文献[12 ]中也曾提到.

由式 (3)可以得到 ,

E{ Wk + 1} = [ I - 2μ( Rs +σ2
n1

I) ] E{ Wk} + 2μPs (6)

设酉矩阵 Q = [ Q - N , Q - N + 1 , ⋯, QN ] ,其组成元素分别

为 Rs 的 2 N + 1个标准正交特征矢量 , QT Q = I , QT RsQ

= A ,其中 Λ =

λ1 0 ⋯ 0

0 λ2 ⋯ 0

… … … …

0 0 ⋯ λ2 N + 1

是矩阵 Rs 特征

值的对角阵.定义关系式为 E{ Wk} = QW′k , W′k 为变换

后的权矢量 ,则式 (6)经变换可得

W′k + 1 = QT[ I - 2μ( Rs +σ2
n1

I) ]·QW′k + 2μQT Ps (7)

令 QT Ps = C ,

W′k + 1 = [ I - 2μ(Λ+σ2
n1

I) ]·W′k + 2μC (8)

即

w′( k + 1) i = [1 - 2μ(λi +σ2
n1

) ]·w′ki + 2μci (9)

i = - N , ⋯, N .当 k→∞,

W 3 =∑
N

i = - N

w′i 3·Qi (10)

其中 w′i 3 =
ci

λi +σ2
n1

.详细证明过程可参考文献[10 ] .

同理 ,无噪声的最优维纳解即系统响应的一致无

偏估计可以表示为 ,

H =∑
N

i = - N

h′i Qi =∑
N

i = - N

ci

λi
·Qi (11)

故有

w′i 3 =
λi

λi +σ2
n1

·h′i (12)

式 (12)两边进行反变换 ,则维纳解与真实系统的关系为

wi 3 =
λi

λi +σ2n1

·hi (13)

其中 i = - N , ⋯, N ,令αi =
λi

λi +σ2n1

,即为输入噪声引入

的系统畸变系数 ,则有 0≤αi≤1 .

212　有偏估计器的性能
离散LMS时延估计器的性能可以通过概率方法进

行评估[13 ,14 ] :

var ( D
^

LMS) =∑
N

i = - N

( i - D) 2 P( D
^

LMS = i) (14)

P( D
^

LMS = i)表示估计时延 D
^

LMS等于整数时延 i 时的概

率.设第 k次迭代时进入收敛 ,则此时 D
^

LMS等于真实时
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延 D的概率由下式计算 :

P( D
^

LMS = D) = P{ wkD > wki , i≠D} (15)

P( D
^

LMS = D)的闭合形式一般难于获得 ,通常假设权矢

量噪声为不相关的高斯零均值随机变量 ,权噪声方差

设为σ2
f

w
.则 k次迭代时的权噪声近似表示为 :

E{ ( fw) ki , ( fw) kj} =
σ2

f
w

, i = j

0 , 　其他
(16)

其中 ( fw) ki = wki - E{ wki} .最终可得

P( D
^

LMS = D) =
1
σf

m
2π∫
∞

- ∞∏i≠m

q[
dw ( D , i) + x
σf

w

]

·e - ( x
2
/ 2σ

2

fw

) d x (17)

其中 q( A) = ( 1/ 2π∫A
- ∞e

( - x
2
/ 2) d x) ,且 ew ( D , i) =

E{ wkD} - E{ wki} .概率 P( D
^

LMS = D)是 ew ( D , i)与σf
w
比

值的函数. 假设 i ≠D 时的权系数均值为零 ,则有

ew ( D , i) = E{ wkD} = w 3
D .因此文献[13 ,14 ]中又定义了

时延估计性能指标 , R = w 3
D /σf

w
, P( D

^

LMS = D)随 R的增

加而增加.

由以上定义可得 ,无偏估计器的性能指标为

R1 = hD/σf
w

(18)

相应地 ,有偏估计器的性能指标为

R2 = w 3
D /σf

w
(19)

由式 (13)可得 ,

w 3
D =αi = DhD≤hD (20)

故有

R2 =
λD

λD +σ2
n1

hD/σf
w
≤R1 (21)

可见 ,有偏估计器总小于无偏估计器的时延估计

性能 ,并随着输入噪声的不断增加 ,性能指标 R2 不断

减小 ,错误估计概率 P ( D
^

LMS≠D)以及时延估计方差

var ( D
^

LMS)会快速增加.只有当σ2
n1

= 0 时 , R2 = R1 ,在无

偏估计情况下LMS时延估计器才能达到最佳的估计性

能.

3　去除有偏的 LMS时延估计器

311　γ2LMS无偏估计算法
Treichler曾提出γ2LMS算法来解决 LMS有偏估计

问题 ,引入一个γ修正因子 ,权的更新式变为[10 ,15 ] :

Wk + 1 =γWk + 2μekXk (22)

σ2
n1
已知时 ,令修正因子γ= 1 + 2μσ2n1

.则式 (22)求期望

可以得到

E{Wk + 1} = E{Wk} +2μE{ (σ2
n1

I - XkXT
k) Wk} +2μE{rkXk}

(23)

设 Wk与 Xk独立 ,则 E{ XkXT
kWk} = E{ XkXT

k} E{ Wk} .滤

波器进入稳态后 ,式 (23)的权矢量收敛到无偏的维纳解

即真实系统 ,

�W 3 = E{ Wk→∞} = ( Rx - σ2
n1

I) - 1 Ps = R - 1
s Ps = H

(24)

显然 ,γ2LMS算法是利用输入噪声功率σ2
n1

,在迭代

过程中不断去除输入相关矩阵对角线上的噪声部分 ,

使得最终的权矢量收敛到系统真实值.但是γ2LMS无

偏估计算法应用的主要障碍是信号与噪声先验知识有

限时难以获得输入噪声的功率 ,故需要寻找一种无需

任何先验知识的估计方法.

312　输入噪声功率估计
基于式 (1)中的信号模型 ,用随机矢量表示信号 ,

则观测信号矢量对表示为

x = s + n1 , s⊥n1

r = sD + n2 , sD⊥n2 (25)

且有 n1⊥n2 .设源信号 s 与其时延信号 sD 间的角度为

θ,则有 cosθ=
〈sD , s〉
‖sD‖·‖s‖= 1 ,其中〈·〉表示矢量内

积 , ‖·‖表示范数 ,表明 s 与 sD二矢量沿同一方向.根

据信号间的正交关系 ,空间上观测矢量对可以如图2进

行描述和分解.设 x与 s 之间角度为θ1 , r 与 sD 间角度

为θ2 ,则

cosθ1 =
〈x , s〉
‖x‖·‖s‖

(26)

故有

‖n1‖
2 = ‖x‖2·(1 - cos2θ1) (27)

也可以表示为
σ2

n1
=σ2

x·(1 - cos2θ1) (28)

因此输入噪声功率σ2
n1
可以通过估计 cosθ1得到.

自适应滤波器收敛

时 ,误差能量达到最小 ,

‖e ‖2 = min‖r - y‖2 ,

e和 y 分别为稳态误差

矢量和输出矢量.其本质

是用输入信号 x ,通过迭

代调整权系数找到参考

信号 r 的最佳逼近即稳

态输出 y. 类似于文献 [ 16 ]中的“最佳逼近原理”:设

Hilbert 空间 V = ( X , Y , Z) , M = ( X , Y)是 V的一个完备

子凸集 ,输入信号 x∈M ,参考信号 r ∈V. tr 是 r 在 M

上的投影 , t 为投影操作子 ,则有 tr∈M满足‖r - tr ‖

= min
y∈M
‖r - y‖.最佳逼近原理说明 ,用 M中的元 y来

逼近 r 时 ,当且尽当 y等于 r 在M上的投影即时 y = tr ,

误差能量‖e‖2 = ‖r - y‖2达到最小 ,逼近的程度最

好.由于 M子空间是由 s 与 n1张成的 , r 与其中一分量
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n1垂直 ,故 r 在M上的投影 y在 n1上的分量为 0 ,其方

向沿 s 方向 ,如图 2所示.则 cosθ1可由稳态输出 y与输

入信号 x近似得到

cosθ
^

1 =
〈x , y〉
‖x‖·‖y‖

(29)

将估计结果带入式 (28) 即可得到输入噪声功率
σ

^ 2
n1

.仿真实验中表 1 的估计结果验证了该方法估计输

入噪声功率的有效性和可靠性.

参考信号 r 可以如图 2所示分解为 r = sD + n2 , sD

⊥n2 .进入自适应稳态时 r 又可以分解为 r = y + e , y⊥

e . s 平行于 sD ,故 y与 sD方向一致.由于 r 沿同一方向

投影的唯一性 , ‖y‖2 = ‖sD ‖
2 , ‖e ‖2 = ‖n2 ‖

2 .因

此 ,LMS时延估计器中最小均方误差即为参考信号中

的噪声功率 ,ξmin =σ2
n2

. 权系数噪声方差则为σ2
f

w
=

μ·ξmin
[17 ] ,故有σ2

f
w
≌μ·σ2

n2
.此结论与文献[17 ,18 ]中一

致 ,当σ2
n1

=σ2
n2
时 ,与文献[13 ,14]中结论也一致.

有偏时延估计器的性能指标 , R2 = w 3
D /σf

w
,则可以

表达为

R2 =

λD

λD +σ2
n1

hD

μ·σ2
n2

(30)

时延估计器的估计性能既受输入噪声的影响也受输出

噪声即参考信号噪声的影响 ,并随二者噪声方差的增

大而减小.

313　改进的无偏时延估计算法
改进的无偏时延估计算法具体分为三个步骤 :第

一步 ,传统LMS算法 ;第二步 ,估计输入噪声功率 ;第三

步 ,去除有偏的γ2LMS算法.传统LMS算法目的是得到

参考信号的最佳逼近即稳态输出 y ,根据式 (29)估计

cosθ
^

1得到输入噪声方差σ
^ 2

n1
.然后基于γ2LMS算法 ,利

用此估计方差引入一个γ修正因子 ,在迭代过程中逐

步修正有偏的权系数 ,去除输入噪声的影响 ,最后得到

系统函数的一致无偏估计.在第三步中 ,又可以将第一

步传统LMS算法得到的稳态输出 y作为其参考信号 ,

因为 y是参考信号 r 在其有用信号 sD 上的投影 ,一定

程度上可以抑制参考信号中无用噪声的影响.这种算

法借助于传统 LMS算法的估计结果 ,充分利用可获得

的信息 ,通过对输入、输出噪声同时抑制来达到改善时

延估计性能的目的.

4　实验结果

411　仿真实验
在不同信噪比下 ,分别产生加有噪声的平稳输入

信号及有相对时延的参考信号 ,信号为有色的有限带

表 1　不同信噪比下输入噪声方差估计及时延估计方差比较

信噪比 σ2
n1
σ^2

n1

var (D^ ) /采样点2

有偏 无偏本文算法

SNR1 = SNR2 = 0dB 0. 1765 0. 2819 0 0 0

SNR1 = SNR2 = - 5dB 0. 5598 0. 6283 0 0 0

SNR1 = SNR2 = - 10dB 1. 8033 1. 8156 0 0 0

SNR1 = - 10dB ,SNR2 = - 15dB 1. 8070 1. 7971 0 0 0

SNR1 = - 15dB ,SNR2 = - 10dB 5. 5296 5. 3468 0. 18 0 0

SNR1 = SNR2 = - 15dB 5. 5828 5. 5110 11. 64 1. 93 2. 02

SNR1 = SNR2 = - 16dB 7. 1751 7. 1220 24. 93 6. 19 6. 19

SNR1 = SNR2 = - 18dB 11. 2111 11. 1975 40. 18 20. 68 20. 68

SNR1 = SNR2 = - 20dB 18. 6493 18. 8864 49. 12 36. 30 36. 21

宽信号 ,噪声为白噪声 ,输入信号、参考信号信噪比分
别为 SNR1、SNR2 ,数据长度 L = 60000点.衰减因子 a =

1 ,实际时延 D 为 3 个采样点 ,则滤波器阶数选择为 n

= 21 ( N = 10) ,步长μ= 2 ×10 - 5 .仿真中 ,传统 LMS算
法迭代 5000次后的估计结果作为稳态输出.每次实验
将数据迭代完毕 ,针对不同信噪比情况观察比较以下
三种方法估计的稳态维纳解 : (1)传统意义的 LMS时延
估计器 ,简称有偏算法 ; (2)利用真实输入噪声功率的
无偏γ2LMS算法 ,简称无偏算法 ; (3)本文中利用最佳
逼近原理估计输入噪声功率 ,并且以稳态输出作为参
考信号的改进算法 ,简称本文算法.比较结果如图 3 所
示.在不同信噪比下重复 100次独立实验得到的时延估
计方差如表 1 所示 ,其中时延估计方差按 var ( D

^
) =

1
100∑

100

i = 1

( D
^

i - D) 2 计算 , D
^

i 为每次试验得到的时延估
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值 , D为真实时延.

从图 3的结果可以看出 : (1)在各种不同信噪比情

况下 ,本文改进算法与无偏γ2LMS算法的系统函数估

计结果基本一致 ,说明利用估计噪声功率进行修正与

采用真实噪声功率进行修正的结果基本相同 ,与表1中

多次独立实验结果一致 ,验证了所提出的基于最佳逼

近原理的几何分解来估计输入噪声功率的有效性. (2)

有偏估计器的维纳解峰值随着信噪比的下降而逐渐衰

减 ,而改进算法的峰值基本不受信噪比的影响 ,验证了

所提出的改进无偏算法的有效性. (3)当输入信噪比不

等于参考信号信噪比时 ,输入输出噪声分别在不同方

面影响未知系统函数的估计.其中 ,随着 SNR1的下降 ,

真实时延处的峰值急速下降 ,并逐渐被淹没 ,而 SNR1

保持不变时 ,随着 SNR2 的下降峰值基本没有变化 ,系

统函数的估计噪声却明显增加.这一点说明 ,输入噪声

引入了权的有偏估计 ,导致了峰值的衰减 ,而输出噪声

即参考信号噪声是权系数估计噪声的直接来源 ,二者

对自适应估计结果均有影响 ,使得峰值淹没于噪声中 ,

错误估计概率增大 ,时延估计性能下降.实际估计性能

可由式 (30)中的性能指标衡量. (4)有偏估计器的真实

峰在 - 16dB时已基本淹没于噪声中 ,而使用本文的改

进算法 ,在 - 20dB情况下 ,其真实峰仍然比较明显.改

进的无偏估计算法 ,在增强真实峰值的同时也抑制了

参考信号噪声 ,故在低信噪比下有效减少了错误峰值

概率的发生 ,使得检测条件的极限至少可以下降 4dB.

从表1可以看出 ,改进无偏算法的估计方差与采用

真实噪声功率的无偏算法的时延估计方差基本相同 ,

均小于有偏时延估计器的估计方差 ,尤其是在低信噪

比下 ,时延估计器的性能得到了较大的改善.多次实验

表明 ,由于稳态信号一般比较长 ,估计输入噪声功率时

不需要获得稳态输出的准确起始迭代点.

412　实际数据处理
将改进的无偏时延估计算法应用于自来水管道泄

漏检测上.打开消防栓模拟真实泄漏的发生 ,消防栓两

端管道上各放置一传感器 ,左边传感器距离消防栓

15m ,右边距离消防栓 45m.根据水声在 250mm管径的

铸铁管道中传播速度为 1250m/ s ,采样率为 1092319Hz ,

滤波器阶数设置为最大时延点数的两倍 ,观测数据长

200000点 ,并将 20000次迭代后的估计结果作为稳态输

出.这里真实噪声功率不可获得 ,故只与有偏算法进行

比较.

实际采集数据如图 4所示 ,两路信号中均有明显的

非平稳干扰.应用传统有偏 LMS算法和改进的无偏算

法得到的时延估计曲线 ,如图 5所示.传统有偏 LMS算

法进入收敛后由于其峰值容易受非平稳干扰噪声的影

响 ,时延估计曲线出现波动 ,时延估计方差比较大 ,而

改进无偏算法由于其峰值得到了增强 ,不易受噪声或

突发干扰的影响 ,进入收敛后其时延估计曲线基本没

有变化.图 6为自适应结束时三个不同迭代时刻的检测

结果 :有偏估计的权函数峰值完全淹没于噪声中 ,不同

时刻峰值位置受噪声影响而变化 ,而无偏估计算法得

到的权函数峰值比较明显 ,位置基本不变 ,估计结果准

确而且稳定可靠.可见 ,改进的时延估计器在增强真实

峰值的同时抑制了非平稳干扰的影响.

5　结论

　　本文比较分析了 LMS有偏、无偏估计算法的时延

估计性能 ,并给出了一个与输入输出噪声有关的性能
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指标 ,基于γ2LMS算法提出了一种改进的无偏时延估

计方法.利用自适应滤波器参考信号最佳逼近的几何

解释 ,无需任何先验知识就可以估计输入噪声功率 ,并

在迭代过程中逐步去除输入噪声的影响.仿真实验和

实际管道泄漏检测都验证了此改进无偏估计算法的有

效性.对于平稳信号 ,此算法的检测极限可以下降 4dB ,

极大地改善了LMS时延估计算法在低信噪比环境下的

检测能力 ,提高了自适应时延估计器的检测灵敏度 ;对

于非平稳干扰 ,该无偏时延估计器也有很好的抑制作

用 ,增强了自适应时延估计算法在实际复杂噪声环境

中检测性能的稳定性、鲁棒性与可靠性.
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